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Alberi di sequenti
• Un multinsieme e` un insieme con ripetizioni.
• Un sequente e` un’espressione
Γ =⇒ ∆
dove Γ e ∆ sono multinsiemi di enunciati di L0.
• dato un sequente Γ =⇒ ∆, possiamo interpretare tutte le formule a
sinistra di =⇒ (i.e. le formule in Γ) come vere e le formule a destra di
=⇒ (i.e. le formule in ∆) come false.
• Un albero di sequenti per Γ =⇒ ∆ e` un albero la cui radice e` (etichet-
tata con) il sequente Γ =⇒ ∆ e i cui nodi sono ottenuti applicando le
seguenti regole
Regole proposizionali:
Γ =⇒,∆, A
S¬¬A,Γ =⇒ ∆
A,Γ =⇒ ∆
D¬
Γ =⇒ ∆,¬A
A,B,Γ =⇒ ∆
S∧
A ∧B,Γ =⇒ ∆
Γ =⇒ ∆, A Γ =⇒ ∆, B
D∧
Γ =⇒ ∆, A ∧B
A,Γ =⇒ ∆ B,Γ =⇒ ∆
S∨
A ∨B,Γ =⇒ ∆
Γ =⇒ ∆, A,B
D∨
Γ =⇒ ∆, A ∨B
Γ =⇒ ∆, A B,Γ =⇒ ∆
S→
A→ B,Γ =⇒ ∆
A,Γ =⇒ ∆, B
D→
Γ =⇒ ∆, A→ B
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• Una foglia di un albero di sequenti e` chiusa se ha una delle seguenti
due forme:
A,Γ =⇒ ∆, A
⊥,Γ =⇒ ∆
altrimenti e` detta aperta.
• Un albero di sequenti e` chiuso se tutte le sue foglie sono chiuse, altri-
menti e` aperto.
• Sia Γ ⇒ ∆ il sequente associato alla radice di un albero di sequenti.
Una foglia aperta da` informazioni su come costruire una struttura che
verifica la radice, ovvero che rende veri tutti gli enunciati di Γ e falsi
tutti gli enunciati di ∆.
Diciamo che un albero di sequenti e` un albero per Γ ⇒ ∆ se il sequente
associato alla sua radice e` Γ⇒ ∆.
Applicazioni.
1. Un albero aperto per Γ ⇒ dice che l’insieme degli enunciati di Γ e`
soddisfacibile.
2. Un albero chiuso per Γ⇒ dice che l’insieme degli enunciati di Γ non
e` soddisfacibile.
3. Un albero aperto per ⇒ A dice che A non e` una tautologia.
4. Un albero chiuso per ⇒ A dice che A e` una tautologia.
5. Un albero aperto per Γ⇒ A dice che A non e` conseguenza logica di Γ.
6. Un albero chiuso per Γ⇒ A dice che A e` conseguenza logica di Γ.
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Regole per i quantificatori:
A[t/x],∀xA,Γ =⇒,∆
S∀∀xA,Γ =⇒ ∆
Γ =⇒ ∆, A[c/x]
D∀
Γ =⇒ ∆,∀xA
A[c/x],Γ =⇒ ∆
S∃∃xA,Γ =⇒ ∆
Γ =⇒ ∆,∃xA,A[t/x]
D∃
Γ =⇒ ∆,∃xA
Regole per l’identita`:
t = t,Γ =⇒ ∆
Rif
Γ =⇒ ∆
A[t/x], s = t, A[s/x],Γ =⇒ ∆
Sost
s = t, A[s/x],Γ =⇒ ∆
in D∀ il termine chiuso c non occorre in Γ =⇒ ∆,∀xA .
In S∃ il termine chiuso c non occorre in ∃xA,Γ =⇒ ∆ .
In S∀ il termine chiuso t e` un qualsivoglia termine chiuso che occorre in
∀xA,Γ =⇒ ∆, oppure, nel caso in cui non vi siano termini chiusi in ∀xA,Γ =⇒ ∆,
e` un termine qualsivoglia.
In D∃ il termine chiuso t e` un qualsivoglia termine chiuso che occorre in
Γ =⇒ ∆, ∃xA, oppure, nel caso in cui non vi siano termini chiusi in Γ =⇒ ∆,∃xA,
e` un termine qualsivoglia.
In S∀, D∃, Rif e Sost i termini s e t sono chiusi.
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